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ทฤษฎีสัมพัทภาพทั่วไป (general theory of relativity) ซึ่งถูกสร้างและเผยแพร่โดย อัลเบิร์ต ไอน์สไตน์ ในปี ค.ศ.
1915 ซึ่งเป็นทฤษฎีที่อธิบายถึงความโน้มถ่วงของมวลสารใดๆในเอกภพ สามารถอธิบายการส่ายของวงโคจรดาวพุธ
(perihelion of Mercury) และทำนายเส้นทางโคจรได้อย่างแม่นยำกว่าทฤษฎีแรงโน้มถ่วงแบบนิวตัน และสามารถ
อธิบายเส้นทางเดินของแสงที่โค้งขณะที่ผ่านดาวฤกษ์ในขณะที่ ทฤษฎีแรงโน้มถ่วงแบบนิวตันไม่สามารถอธิบายได้
ในรายงานน้ีแสดงสมการของเส้นทางเดินแสงในสนามโน้มถ่วงซึ่งสามารถศึกษาได้จากหนังสือทฤษฎีสัมพัทธภาพ-
ทั่วไปได้ทั่วๆไป งานน้ีจัดทำขึ้น มีจุดประสงค์เพื่อให้ผู้จัดทำเกิดความเข้าใจในทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไปมากขึ้นและ
อาจเป็นแนวทางของผู้สนใจอยากศึกษาในทฤษฎีน้ีต่อไป

บทนำ

ทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไปเป็นทฤษฎีที่อธิบายความโน้มถ่วง (gravity) ได้ดีที่สุดในขณะน้ี โดยทฤษฎีน้ีไม่ได้
มองว่าความโน้มถ่วงเป็น " แรง " เหมือนอย่างทฤษฎีแรงโน้มถ่วงแบบนิวตัน (Newtonian gravity) แต่มองว่า
ความโน้มถ่วงคือ การโค้งงอของกาลอวกาศ (curvature of spacetime) อนุภาคใดๆที่อยู่ในสนามโน้มถ่วง รวม
ทั้งโฟตอนหรืออนุภาคแสงจะเคลื่อนที่ไปตามเส้นทางที่สั้นที่สุดในกาลอวกาศที่โค้งงอ เส้นทางน้ีเรียกว่า เส้น
จีโอเดสิก (geodesic lines) ด้วยแนวคิดของทฤษฎีน้ี เมื่อแสงเดินทางไปตามกาลอวกาศที่โค้งงอ จึงเหมือนกับ
ว่า แสงเดินเป็นเส้นโค้ง แต่ในห้องทดลองเล็กๆหรือบริเวณแคบๆ เราจะตรวจวัดการเบี่ยงเบนของเส้นทางเดิน
ของแสงแทบไม่ได้เลย เน่ืองจากบริเวณเล็กๆ กาลอวกาศที่โค้งงอจะดูเหมือนแบนราบ (flat spacetime) หรือที่
เราเรียกว่ากาลอวกาศมิงโกว์สกี (Minkowski spacetime) เราอาจจะนึกโลกของเราซึ่งมันกลมเหมือนผลส้ม แต่
ถ้าเรามองบริเวณเล็กๆจะเหมือนกับว่าโลกแบน สมการที่ใช้อธิบายการเคลื่อนที่ของอนุภาคไปตามกาลอวกาศ
ที่โค้งงอเรียกว่าสมการจีโอเดสิก (geodesic equation)

ẍµ + Γµ
ρσẋρẋσ = 0 (1)

เมื่อ ẋµ = dxµ/dλ, λ คือ พารามิเตอร์ของเส้นทาง xµ(λ) และ Γµ
ρσ คือ สัญลักษณ์คริสโตฟเฟล (Cristoffel

symbols) ณ บริเวณเล็กๆ ของกาลอวกาศ ค่าของสัญลักษณ์คริสโตฟเฟลจะเป็นศูนย์ น่ันคือสมการ 1 จะลดรูป
กลายเป็นสมการการเคลื่อนที่ของอนุภาคอิสระ (free particles) ในแนวความคิดแบบกลศาสตร์นิวตัน
ทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไปได้บอกไว้ว่า ที่ใดมีมวลสารกาลอวกาศรอบๆจะเกิดการโค้งงอ ซึ่งอธิบายได้โดยสม-

การที่เป็นหัวใจสำคัญในทฤษฎีน้ี น่ันคือ สมการสนามของไอน์สไตน์ (Einstein’s field equation)

Gµν = 8πGTµν (2)

(โดยเราให้อัตราเร็วแสง c = 1) เมื่อ Gµν คือ เทนเซอร์ไอน์สไตน์ (Einstein tensor), G คือ ค่าคงที่ความโน้มถ่วง
(gravitational constant) และ Tµν คือ เทนเซอร์พลังงาน-โมเมนตัม (energy-momentum tensor) สำหรับการ
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พิจารณาวิถีของอนุภาคใดๆภายนอกมวลสาร เราจะใช้ผลเฉลยหน่ึงของสมการสนาม เรียกว่าผลเฉลยชวาร์สชิลด์
(Schwarzschild solution) หรือเมทริกชวาร์สชิลด์ (Schwarzschild metric) ซึ่งเป็นผลเฉลยของกาลอวกาศรอบๆ
ทรงกลมสมมาตร (spherical symmetry) เปรียบได้กับกาลอวกาศรอบๆมวลสารใดๆ ซึ่งจะพิจารณาในส่วนต่อไป

จีโอเดสิกแบบนัลของกาลอวกาศชวาร์สชิลด์

แสงหรืออนุภาคโฟตอนเป็นอนุภาคที่มเีวิร์ลด์ไลน์ (worldline) หรือเรียกว่าเส้นทางเดินของอนุภาคใน 4 มิติ
อยู่ที่ผิวกรวยแสงแห่งกาลอวกาศ (light cone) พอดี เราเรียกอนุภาคโฟตอนว่า อนุภาคไลท์ไลค์ (lightlike par-
ticles) และเรียกเส้นทางเดินของโฟตอนว่านัลจีโอเดสิก (null geodasic) ถ้าเราพิจารณาเส้นจีโอเดสิกแบบนัล
เราจะใช้ผลเฉลยแบบชวาร์สชิลด์ในการหาสมการการเคลื่อนที่ แต่เน่ืองจากเราจะใช้เวลาที่แท้จริง (proper time)
เป็นพารามิเตอร์ของเส้นทางเดินแสงไม่ได้ เน่ืองจากแสงไม่มีระยะห่างของกาลอวกาศ (spacetime interval) ดัง
น้ัน เราจึงใช้แอฟไฟน์พารามิเตอร์ใดๆ, λ เป็นพารามิเตอร์ของเส้นทางเดินของแสง
พิจารณาผลเฉลยชวาร์สชิลด์

ds2 = gµνdxµdxν = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 (3)

เมื่อ dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2, เป็นเมทริกของทรงกลม (2-sphere) หน่ึงหน่วย ทำการหาอนุพันธ์ของสมการ 3
เทียบกับพารามิเตอร์ของเส้นทาง λ จะได้

ε = gµν ẋ
µẋν = −

(
1− 2GM

r

)
ṫ2 +

(
1− 2GM

r

)−1

ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2 (4)

ปริมาณ ε มีค่าเป็น {-1, 0, 1} สำหรับไทม์ไลค์, นัล, และสเปซไลค์ตามลำดับ ซึ่งกรณีของจีโอเดสิกแบบนัล เรา
ให้ ε = 0 ถ้าเราพิจารณาทางเดินแสงจะพบว่ามันจะเคลื่อนที่ไปบนระนาบใดระนาบหน่ึง ดังน้ันเราจะพิจารณา
ในแนวระนาบอิเควเตอร์ (equatorial plane) น่ันคือ θ = π/2 และเน่ืองจากว่า ผลเฉลยชวาร์สชิลด์เป็นผลเฉลย
รอบๆทรงกลมสมมาตร ซึ่งจะทำให้ปรากฏคิลลิงเวกเตอร์ (Killing vectors) ที่แสดงถึงปริมาณอนุรักษ์ (con-
served quantity) ในการเคลื่อนที่คือ

E = −gµνξ
µẋν =

(
1− 2GM

r

)
ṫ (5)

เมื่อ ξµ = (∂/∂t)µ เป็นสนามคิลลิงเวกเตอร์ ซึ่งแสดงถึงการไม่เปลี่ยนแปลงตามกาลเวลา เราอาจแปลความ
หมายของ E ได้ว่าเป็นพลังงานรวมของอนุภาคโฟตอน และปริมาณอนุรักษ์อีกปริมาณที่แสดงถึงความไม่เปลี่ยน
แปลงในการหมุน เขียนแสดงได้คือ

L = gµνψ
µẋν = r2φ̇ (6)

โดยที่สนามคิลลิงเวกเตอร์ในการหมุนคือ ψµ = (∂/∂φ)µ เราอาจแปลความหมายของ L ได้ว่าเป็น โมเมนตัม
เชิงมุมของโฟตอน แทนค่าสมการ 5 และสมการลงในสมการ 6 ลงในสมการ 4 และจัดรูปใหม่จะได้

1
2
E2 =

1
2

(
dr

dλ

)2

+ V (r) (7)

เมื่อค่าศักย์ยังผล (effective potential) V (r) ของโฟตอนถูกนิยามเป็น

V (r) =
L2

2r3
(r − 2GM) (8)
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น่ันคือ ค่าศักย์ยังผลจะมีค่ามากที่สุดที่ r = 3GM จะเห็นได้ว่าค่าศักย์ยังผลมีค่าเป็นศูนย์เมื่อ r = 2GM ซึ่งต่าง
กับทฤษฎีแรงโน้มถ่วงแบบนิวตันตรงที่ศักย์ยังผลจะมีค่าเข้าใกล้อนันต์เมื่อรัศมีของดาวเข้าใกล้ศูนย์

สมการการเคลื่อนที่

เราจะนิยามอิมแพคพารามิเตอร์ (impact parameter)

b ≡ L

E
(9)

ซึ่งเป็นระยะที่เส้นทางเดินแสงเข้าใกล้ดวงดาวมากที่สุดโดยที่ไม่ถูกดูดเข้าไป ดังน้ันจากสมการ 7 เราจะได้ค่า
อิมแพคพารามิเตอร์วิกฤติ bc เมื่อเราใช้ค่าที่มากที่สุดของศักย์ยังผลแทนในสมการ 7

bc = 33/2GM (10)

น่ันหมายความว่าอนุภาคโฟตอนจะถูกดูดเข้าไปในดวงดาวเมื่อเส้นทางเดินแสงที่ปรากฏมีค่าน้อยกว่าค่าวิกฤติน้ี
สำหรับแสงที่ผ่านสนามโน้มถ่วงของดวงอาทิตย์ของเรา ค่าวิกฤติน้ีจะมีค่า 7.678 กิโลเมตร สิ่งที่เราต้องการจะหา
ก็คือมุมที่แสงเบี่ยงเบน ดังน้ันเราจัดรูปสมการ 7 ใหม่เพื่อที่จะหาค่ามุมน้ีโดยนิยามให้ u = 1/r เราจะได้
สมการใหม่คือ

dφ

du
=

1
(
b−2 − u2 + 2GMu3

)1/2
(11)

จะเห็นได้ว่ากรณีที่มวลM ในสมการ 14 หายไป เราจะได้ผลเฉลยของสมการคือ

r sin(φ− φ0) = b (12)

ซึ่งแสดงถึงเส้นทางเดินแสงที่เป็นเส้นตรงเป็นไปตามทฤษฎีของนิวตัน เราจะสมมติฐานว่า GMu ¿ 1 ดังน้ัน
เทอมที่เป็นกำลังสองหรือมากกว่าน้ันสามารถที่จะตัดทิ้งไปได้ และเรานิยาม

y ≡ u(1−GMu), =⇒ u = y(1 + GMy) +O(M2u2) (13)

สมการ 14 กลายเป็น
dφ

du
=

(1 + 2GMy)
(
b−2 − y2

)1/2
+O(M2u2) (14)

สมการน้ีจะถูกอินทิเกรตและได้

φ = φ0 +
2GM

b
+ arcsin(by)− 2GM

( 1
b2
− y2

)1/2
(15)

ในกรณีที่ y → 0 จะทำให้ φ → φ0 น่ันเป็นค่าที่ระยะรัศมี r มีค่าน้อยที่สุด เมื่อ y = 1/b เราจะได้มุมที่เกิดการ
เบี่ยงเบนคือ φ = φ0+2GM/b+π/2 ซึ่งเป็นมุมที่แสงเดินทางจากจุดๆหน่ึงไปยังจุดที่เข้าใกล้ดาวมากที่สุด แต่
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Figure 1: มุมที่เกิดขึ้นขณะที่แสงเดินทางผ่านสนามโน้มถ่วง

ถ้าเราคิดมุมจากจุดที่แสงใกล้ดาวมากที่สุดผ่านมาเข้าตาเรา เราจะได้มุมรวมทั้งหมดคือ π + 4GM/b สังเกต
ได้ว่ามุม π เป็นมุมที่แสงเดินทางไปบนเส้นตรง เพราะฉะน้ันมุมที่เกิดการเบี่ยงเบนของแสงทั้งหมดก็คือ

∆φ =
4GM

c2b
(16)

เมื่อค่าอัตราเร็วแสง c ได้ใส่ตามมาทีหลัง แสงที่เดินทางเป็นเส้นโค้งในสนามโน้มถ่วงของดวงอาทิตย์ของเรา
สามารถคำนวณได้โดยใส่ค่าปริมาณต่างๆ ค่าอิมแพคพารามิเตอร์เราจะใช้ค่าที่เข้าใกล้มากที่สุดน่ันคือรัศมีของ
ดวงอาทิตย์ b = R¯ และค่ามุมที่คำนวณออกมาได้คือ

(∆φ)¯,max = 8.45× 10−6 rad = 1′′.74 (17)

ซึ่งเป็นค่าที่น้อยมากแทบจะตรวจวัดไม่ได้เลย ปรากฏการณ์ที่แสงเกิดการเบี่ยงเบนเมื่อผ่านสนามโน้มถ่วงปรา-
กฏให้เห็นในขณะที่เกิดสุริยุปราคาเต็มดวงจะสังเกตดวงดาวที่ปรากฏณ์รอบๆดวงอาทิตย์ (ที่ถูกบังโดยดวงจันทร์)
แต่เมื่อนำมาเปรียบเทียบกับภาพถ่ายของดาวดวงเดียวกันพบว่าดาวน้ันเปลี่ยนตำแหน่งไปจากเดิม ซึ่งในความ
เป็นจริงแล้วตำแหน่งของดวงดาวในขณะน้ันจะต้องถูกดวงอาทิตย์บังไว้สนิทแต่กับปรากฏแก่สายตา เป็นไปตาม
การทำนายของทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไป มุมที่เกิดขึ้นน้ีจะขั้นอยู่กับความหนาแน่นมวล ถ้ามวลของดาวดวงใดหรือ
มวลสารใดๆมีมากก็จะเกิดการเบี่ยงเบนของแสงอย่างเห็นได้ชัดมากยิ่งขึ้น

บทสรุป

งานที่ทำขึ้นมาครั้งน้ีเราได้พิจารณาแค่จุดมวล (point mass) และเส้นทางเดินแสงก็เป็นเพียงเส้นเส้นเดียว
เท่าน้ัน ซึ่งในความเป็นจริงแล้วเส้นแสงไม่ได้มีเพียงเส้นเดียว อย่างไรก็ตามผลที่เกิดขึ้ขน้ีสามารถนำไปประยุกต์
ได้กับการเกิดปรากฏการณเ์ลนส์ความโน้มถ่วง (gravitational lens) โดยพิจารณาเส้นทางเดินแสงหลายๆเส้น
ผ่านสนามโน้มถ่วงแล้วมาบรรจบกันเป็นจุดโฟกัสคล้ายเป็นเลนส์นูน ซึ่งเป็นปรากฏการณ์สำคัญที่นักดาราศาสตร์
สังเกตการณ์สามารถที่จะตรวจสอบเพื่อหาตำแหน่งของหลุมดำ (black holes) โดยสังเกตแสงที่เกิดการเบี่ยงเบน
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เมื่อผ่านหลุมดำ เน่ืองจากหลุมดำจะไม่เปล่งแสงขาวออกมาจึงสังเกตโดยตรงไม่ได้ นอกจากน้ียังใช้ยืนยันสมมติ-
ฐานการมีอยู่จริงของสสารมืด (dark matter) ซึ่งเป็นสสารที่มองไม่เห็น โปร่งแสง และแทบจะไม่มีอันตรกิริยากับ
มวลสารอื่น เราจึงไม่สามารถสังเกตสสารมืดได้เลยแต่มีภาพถ่ายทางดาราศาสตร์ที่แสดงถึงเลนส์ความโน้มถ่วง
โดยที่ไม่สังเกตเห็นมวลสารใดๆที่ทำให้เกิดเลนส์โน้มถ่วงน้ี น่ันหมายความว่า มวลสารที่ทำให้เกิดปรากฏการณ์น้ี
อาจจะเป็นสสารมืดตามคำทำนายในทางดาราศาสตร์ก็เป็นได้
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